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广义分数布朗运动下的双重 Ｈｅｓｔｏｎ 跳扩散模型欧式期权定价

张赵柳ꎬ范小明∗

(西南交通大学数学学院ꎬ 四川 成都 ６１１７５６)

摘要:首先在风险中性概率测度下提出基于广义分数布朗运动的双重 Ｈｅｓｔｏｎ 跳扩散模型ꎬ并通过求解特征函数的偏微分方程

组推出该模型相应欧式看涨期权定价公式ꎮ 通过蒙特卡罗模拟验证欧式期权定价公式的准确性ꎬ通过数值分析验证所建立

的期权定价模型的合理性和有效性ꎬ并讨论广义分数布朗运动参数 Ｈ 及波动率等对期权价格的影响ꎮ
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０　 引言

自 １９７３ 年 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ(Ｂ￣Ｓ)期权定价模型[１] 被提出以来ꎬ期权定价问题一直备受关注ꎬ然而因其强

假设ꎬＢ￣Ｓ 模型存在一定缺陷从而与真实金融市场相矛盾ꎬ尤其在价格波动建模中使用标准布朗运动

(Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ)ꎬ缺乏对金融市场长记忆特性的考虑ꎮ Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ 等[２] 提出一种改进方法ꎬ用分数布朗

运动( ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ)代替标准布朗运动ꎬ然而分数布朗运动平稳增量无法捕捉金融市场中非平

稳特征ꎬ且不是马尔可夫过程和半鞅过程(Ｈｕｒｓｔ 指数 Ｈ＝ ０.５ 除外)ꎮ 为了克服这些问题ꎬＢｏｊｄｅｃｋｉ 等[３]提出

次分数布朗运动(ｓｕｂ￣ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ)ꎬ保留了分数布朗运动的自相似性和长记忆性等重要性质ꎬ
同时具有更快的衰减率和非平稳二阶矩增量ꎬ表现出更高的灵活性ꎮ

此外ꎬ金融市场的跳跃行为和波动率也是影响期权价格重要因素ꎮ Ｍｅｒｔｏｎ[４] 在 １９７６ 年引入 Ｍｅｒｔｏｎ 跳

扩散模型ꎬ将泊松过程集成到经典 Ｂ￣Ｓ 模型中来表征资产价格跳跃ꎮ 一些研究通过提出基于混合次分数的

跳扩散模型[５]、混合分数跳扩散模型[６]、子混合分数跳扩散模型[７] 等进行一定扩展ꎮ 同时ꎬＨｅｓｔｏｎ随机波动

率模型将波动率作为随机变量处理ꎬ并考虑股票收益和方差之间的相关性问题[８]ꎬ是一种更灵活的双因素
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模型ꎮ Ｃｈａｎｇ 等[９]基于双重 Ｈｅｓｔｏｎ 模型解决了近似分数波动率下的期权定价问题ꎮ
　 　 然而ꎬ现实金融市场复杂多变ꎬ单一的分数布朗运动或次分数布朗运动中的一个参数难以充分捕捉金融

资产价格的动态特征ꎬ因此ꎬ２０１７ 年 Ｚｉｌｉ[１０] 提出一种更通用的高斯过程广义分数布朗运动(ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｆｒａｃ￣
ｔｉｏｎ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎꎬ ＧＦＢＭ)ꎬ是标准布朗运动、分数布朗运动和次分数布朗运动的推广ꎮ 广义分数布朗运动

不仅同时具有分数布朗运动和次分数布朗运动的性质ꎬ克服了单一参数的局限性ꎬ同时更适合捕捉金融市场资

产价格的动态特征ꎮ 一些研究在广义固定收益模型下考虑欧式期权定价问题[１１]ꎬ提出广义分数 Ｂ￣Ｓ 模型ꎮ
Ｇｕｏ 等[１２]也在此基础上考虑标的资产价格跳跃行为的显著特征ꎬ但是ꎬ他们只考虑了单一跳跃行为的影响ꎮ

受上述研究启发ꎬ本文提出一种具有广义分数波动率的双重 Ｈｅｓｔｏｎ 跳扩散模型ꎬ在文献[１２]的基础上

引入双因素波动率模型ꎬ将传统 Ｈｅｓｔｏｎ 模型扩展至含有广义分数波动率的双重 Ｈｅｓｔｏｎ 模型ꎬ使波动率刻画

更灵活ꎮ 与经典定价模型相比ꎬ本文模型不仅拓展了广义分数布朗运动在期权定价领域的应用ꎬ还在双重

Ｈｅｓｔｏｎ 模型的基础上引入跳扩散机制ꎬ对市场波动率的描述维度和建模更精确ꎮ 本文推导了相应的期权定价

公式ꎬ对广义分数布朗运动的性质进行了延展性运用ꎮ

１　 预备知识

本章主要对广义分数布朗运动、复合泊松过程和 Ｆｅｙｎｍａｎ－Ｋａｃ 定理等进行介绍ꎮ
１.１　 广义分数布朗运动

定义 １[１１] 　 在完备概率空间(ΩꎬＦꎬ(Ｆ ｔꎬ ｔ≥０)ꎬＱ)上ꎬ广义分数布朗运动 ＺＨꎬａꎬｂ
ｔ (简写为 ＺＨ

ｔ )定义为

ＺＨꎬａꎬｂ
ｔ ＝ａＷＨ

ｔ ＋ｂＷＨ
－ｔꎬ

其中: ａ、ｂ 为常数且 ａ２＋ｂ２≠０ꎻ ＷＨ
ｔ 为带 Ｈｕｒｓｔ 指数的双面分数布朗运动(Ｈ∈(０ꎬ１))ꎬ当 ｂ ＝ ０ 且 Ｈ＝ １

２
或ａ＝

ｂ＝ ２
２
且 Ｈ＝ １

２
ꎬＷＨ

ｔ 是一个标准布朗运动ꎻ当 Ｈ≠ １
２
ꎬ ｂ ＝ ０ꎬ ＷＨ

ｔ 是一个分数布朗运动ꎻ当 Ｈ≠ １
２
且 ａ ＝ｂ ＝ ２

２
ꎬ

ＷＨ
ｔ 是一个次分数布朗运动ꎮ

广义分数布朗运动有如下性质:
(１) ＺＨ

ｔ 是一个中心高斯过程ꎬ但不是马尔可夫过程ꎻ
(２) ＺＨ

ｔ 路径连续ꎬＺＨ
０ ＝ ０ꎬ Ｅ(ＺＨ

ｔ )＝ ０ꎻ
(３) 任意给定的 ｔꎬｓ∈Ｒ＋有

ｃｏｖ(ＺＨ
ｔ ꎬＺＨ

ｓ )＝
(ａ＋ｂ) ２

２
(ｓ２Ｈ＋ｔ２Ｈ)－ａｂ(ｓ＋ｔ) ２Ｈ－ａ

２＋ｂ２

２
｜ ｔ－ｓ ｜ ２Ｈꎮ

特别地ꎬ当 ｔ＝ ｓ 时ꎬＥ[(ＺＨ
ｔ ) ２] ＝[(ａ＋ｂ) ２－２２Ｈａｂ] ｔ２Ｈꎮ

引理 １[２]　 ＢＨ
ｔ ＝

１

Γ Ｈ＋ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

[Ａ ｔ＋ ∫ｔ
０
( ｔ－ｓ)Ｈ－ １

２ ｄＷｓ ]ꎬ

其中 Ａ ｔ ＝ ∫０

－∞
(( ｔ－ｓ)Ｈ－ １

２ －(－ｓ)Ｈ－ １
２ )ｄＷｓꎻＷｓ 为标准布朗运动ꎻΓ 为伽马函数ꎮ

引理 ２[１１] 　 任意给定 ｔ∈Ｒ＋有

ｄＺＨ
ｔ ｄＺＨ

ｔ ＝ ２Ｈ[(ａ＋ｂ) ２－２２Ｈａｂ] ｔ２Ｈ－１ｄｔꎮ
１.２　 复合泊松过程

定义 ２　 令{Ｎｔꎬ ｔ≥０}为强度为 λ 的泊松过程ꎬ{Ｙｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺}为独立同分布随机变量序列ꎬ且与{Ｎｔ}

无关ꎬ使得 Ｑｔ ＝∑
Ｎｔ

ｉ ＝０
Ｙｉꎬ ｔ≥０ꎬ则{Ｑｔꎬ ｔ≥０}称为复合泊松过程ꎮ

１.３　 广义分数布朗运动的伊藤公式

定理 １　 若 ｆ(ｚꎬｔ)是二阶可微函数ꎬｚ＝ＺＨ
ｔ 是广义分数布朗运动ꎬ其伊藤公式为

ｄｆ(ＺＨ
ｔ ꎬｔ)＝

∂ｆ
∂ｚ

ｄＺＨ
ｔ ＋

∂ｆ
∂ｔ

＋Ｈ[(ａ＋ｂ) ２－２２Ｈａｂ] ｔ２Ｈ－１∂２ ｆ
∂ｚ２

　{ } ｄｔꎮ
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证明　 由伊藤引理展开ꎬ有

ｄｆ(ＺＨ
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∂ｚ

ｄｔ＋∂ｆ
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１
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ｔ ) ２
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ｄｔ＋∂ｆ
∂ｚ

ｄＺＨ
ｔ ＋

１
２
[(ａ＋ｂ) ２－２２Ｈａｂ] ∂

２ ｆ
∂ｚ２

ｄｔ２Ｈ

＝ ∂ｆ
∂ｚ

ｄＺＨ
ｔ ＋

∂ｆ
∂ｔ

＋Ｈ[(ａ＋ｂ) ２－２２Ｈａｂ] ｔ２Ｈ－１∂２ ｆ
∂ｚ２

　{ } ｄｔꎮ

引理 ３[１２] 　 若 ｆ(ｄꎬｔ)是二阶可微函数ꎬＤｔ ＝ＺＨ
ｔ ＋(ｅＪ－１)Ｎｔ－θλｔꎬ其中 Ｎｔ 是一个泊松过程ꎬ跳跃强度 λ 与

ＺＨ
ｔ 无关ꎬ{Ｊｉꎬ ｉ≥１}是一系列独立且同分布的非负随机变量满足 Ｊｉ ＝ ｅＹꎬ其中 Ｙ ~ Ｎ(μＪꎬσ２

Ｊ)ꎬ θ ＝ Ｅ(Ｊｉ －１)＝

ｅ μＪ＋
１
２ σ

２
Ｊ －１ꎬ则有如下伊藤公式:

ｄｆ(Ｄｔꎬｔ)＝
∂ｆ
∂ｔ

－θλæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ＋Ｈ[(ａ＋ｂ) ２－２２Ｈａｂ] ｔ２Ｈ－１ ∂２ ｆ

∂ｄ２ ｄｔ

＋∂ｆ
∂ｄ

ｄＺＨ
ｔ ＋[ ｆ( ｔꎬＤｔ)－ｆ( ｔ－ꎬＤｔ－)]ꎬ

其中 Ｄｔ－为 Ｄｔ 在跳跃前时刻的值ꎮ
１.４　 Ｆｅｙｎｍａｎ－Ｋａｃ 定理

定理 ２　 考虑随机微分方程 ｄＸ(ｕ)＝ β(ｕꎬＸ(ｕ))ｄｕ＋γ(ｕꎬＸ(ｕ))ｄＷ(ｕ)ꎬ设 ｈ(ｙ)是博雷尔可测函数ꎬ利
率 ｒ 是常数ꎮ 给定 Ｔ > ０ꎬ ｔ∈[０ꎬＴ]ꎮ 定义函数 ｆ( ｔꎬｘ) ＝ Ｅ ｔꎬｘ [ ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ) ｈ(Ｘ(Ｔ))] (假定对所有的 ｔ 和 ｘꎬ
Ｅ ｔꎬｘ ｜ ｈ(Ｘ(Ｔ) ｜ <∞ )ꎬ那么 ｆ( ｔꎬｘ)满足偏微分方程

ｆｔ( ｔꎬｘ)＋β( ｔꎬｘ) ｆｘ( ｔꎬｘ)＋
１
２
γ２( ｔꎬｘ) ｆｘｘ( ｔꎬｘ)＝ ｒ ｆ( ｔꎬｘ)ꎬ

且对于∀ｘꎬ ｆ(Ｔꎬｘ)＝ ｈ(ｘ)终值条件成立ꎮ

２　 欧式看涨期权定价

通常情况下ꎬ期权定价模型的参数是通过市场期权价格进行校准的ꎮ 本文直接在风险中性概率测度下

进行模型分析[１３]ꎬ给定一个概率空间(ΩꎬＦꎬＱ)ꎬ Ｆ ｔ 是一个 σ￣代数流且具有完备右连续的通畅性条件ꎬＱ 是

风险中性概率测度ꎬ且所涉及的随机过程都在此概率空间中ꎬ适应于流的可测过程ꎮ
在对波动率过程的建模中ꎬ常见的 Ｈｅｓｔｏｎ 模型因具有均值回归和非负特性等优点ꎬ且只须探索特征函

数即可获得期权的定价公式而备受青睐ꎬ模型表示为

ｄＳｔ ＝ ｒＳｔｄｔ＋ ｖｔ ＳｔｄＷ ｓ
ｔ ꎬ

ｄｖｔ ＝ ｋ(θ－ｖｔ)ｄｔ＋σ ｖｔ ｄＷ ｖ
ｔ ꎬ

{ (１)

其中:Ｓｔ 为资产价格ꎻμ 为资产价格的预期收益率ꎻｖｔ 为瞬时方差ꎻｋ 为均值回复速度ꎻθ 为均值回复水平ꎻσ
为波动率过程的波动率ꎻＷ ｓ

ｔ 和 Ｗ ｖ
ｔ 为标准布朗运动ꎬ且 ｄ[Ｗ ｓ

ｔ ꎬＷ ｖ
ｔ ] ＝ ρꎮ

但在某些情况下ꎬ股票收益和方差之间的相关性可能是非常数的ꎬ单因素波动率过程无法解释波动率微

笑的现象ꎬ因此并不总是适合用于构建期权定价模型[８]ꎮ 为解决这个问题提出双因素模型

ｄＳｔ ＝ ｒＳｔｄｔ＋ ｖｔ ＳｔｄＷ ｓ
ｔ ＋ 􀭴ｖｔ Ｓｔｄ􀮃Ｗ ｓ

ｔ ꎬ

ｄｖｔ ＝ ｋ(θ－ｖｔ)ｄｔ＋σ ｖｔ ｄＷ ｖ
ｔ ꎬ

ｄ􀭴ｖｔ ＝􀭴ｋ(􀭴θ－􀭴ｖｔ)ｄｔ＋􀭾σ 􀭴ｖｔ ｄ􀮃Ｗ ｖ
ｔ ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２)

其中:􀮃Ｗ ｓ
ｔ 、􀮃Ｗ ｖ

ｔ 和 Ｗ ｓ
ｔ 均为布朗运动ꎬ且 ｄ[􀮃Ｗ ｓ

ｔ ꎬ􀮃Ｗ ｖ
ｔ ] ＝ ρｄｔꎬ其余相互独立ꎮ

本文在考虑上述 Ｈｅｓｔｏｎ 相关模型及跳扩散模型基础上ꎬ通过补偿泊松过程来建立基于广义分数布朗运

动的模型ꎬ提出基于广义分数布朗运动的双重 Ｈｅｓｔｏｎ 跳扩散模型并进行期权定价ꎮ 本章首先给出风险中性

条件下基于广义分数布朗运动的双重 Ｈｅｓｔｏｎ 跳扩散模型ꎬ再通过测度变换证明只需要求得特征函数就可获

得期权定价价格ꎮ
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２.１　 基于广义分数布朗运动的双重 Ｈｅｓｔｏｎ 跳扩散模型

在概率空间(ΩꎬＦꎬＱ)中ꎬ股价过程 Ｓ＝(Ｓｔ) ｔ∈[０ꎬＴ]和方差过程 ｖ＝(ｖｔ) ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ 􀭴ｖ＝(􀭴ｖｔ) ｔ∈[０ꎬＴ]由如下动态模

型给出

ｄＳｔ ＝(ｒ－λμＳ)Ｓｔｄｔ＋ ｖｔ ＳｔｄＷ ｓ
ｔ ＋ 􀭴ｖｔ Ｓｔｄ􀮃Ｗ ｓ

ｔ ＋Ｓｔ－(ｅＪ－１)ｄＮｔꎬ

ｄｖｔ ＝ ｋ(θ－ｖｔ)ｄｔ＋σ ｖｔ ｄＺＨꎬａꎬｂ
ｔ ꎬ

ｄ􀭴ｖｔ ＝ 􀭴ｋ(􀭴θ－􀭴ｖｔ)ｄｔ＋􀭾σ 􀭴ｖｔ ｄ􀮃Ｗ ｖ
ｔ ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３)

其中: λ 表示跳跃强度ꎻＪ 表示跳跃大小ꎻ􀮃Ｗ ｓ
ｔ 、􀮃Ｗ ｖ

ｔ 和 Ｗ ｓ
ｔ 都是标准布朗运动ꎬ且 ｄ[􀮃Ｗ ｓ

ｔ ꎬ􀮃Ｗ ｖ
ｔ ] ＝ ρｄｔꎬ其余相互独

立ꎻμＳ ＝ＥＱ(ｅＪ－１)＝
ｐη１

η１－１
＋
ｑη２

η２＋１
－１ꎻ ｙ＝ ｌｎ Ｊ 服从密度为 ｐｄｆｙ(ｚ)的非对称双指数分布 ｐｄｆｙ( ｚ)＝ ｐη１ｅ

－η１ｚ Ｉ{ｚ>０} ＋

ｑη２ｅη２ｚＩ{ｚ≤０}ꎬ η１>１ꎬ η２>０ꎬ其中 ｐ 和 ｑ 分别是向上向下异常的概率满足 ｐ>０ꎬ ｑ>０ꎬ ｐ＋ｑ＝ １ꎮ 特别地ꎬ当只考

虑一个方差过程 ｖ＝(ｖｔ) ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ Ｊ＝ ０ 且 ｂ＝ ０ꎬ Ｈ＝ １
２
或 ａ＝ ｂ ＝ ２

２
ꎬ Ｈ ＝ １

２
时ꎬ模型(３)退化为 Ｈｅｓｔｏｎ 模型ꎻ当

Ｊ＝ ０且 ｂ＝ ０ꎬ Ｈ＝ １
２
或 ａ＝ｂ＝ ２

２
ꎬ Ｈ＝ １

２
时ꎬ模型(３)退化为双重 Ｈｅｓｔｏｎ 模型ꎮ

２.２　 动态模型的测度变化

本文利用 Ｒａｎｄｏｍ－Ｎｉｋｏｄｙｍ 导数和特征函数获得看涨期权ꎬ在测度 Ｑ 下ꎬ看涨期权价格是收益贴现价

值的预期ꎬ可表示为

Ｃ(Ｔꎬｋ)＝ ＥＱ(ｅ－ｒ(Ｔ－ｔ)ｍａｘ(ＳＴ－Ｋꎬ０) ｜Ｆ ｔ)＝ ｅ－ｒτＥＱ(ＳＴＩ{ｘＴ>ｋ} ｜Ｆ ｔ)－ｅ
－ｒτＫＥＱ( Ｉ{ｘＴ>ｋ} ｜Ｆ ｔ)ꎬ (４)

其中ꎬＫ 为执行价格ꎻｘｔ ＝ ｌｎ Ｓｔꎻ τ＝Ｔ－ｔꎻ ｋ＝ ｌｎＫꎮ
使用 Ｒａｎｄｏｍ－Ｎｉｋｏｄｙｍ 导数将测度 Ｑ 转变为测度 ＱＳ:

ｄＱＳ

ｄＱ
＝ ｅ－ｒτｅｘＴ

ｅｘｔ
ꎬ (５)

其中 Ｓ＝ ｅｘｔ ＝ＥＱ(ｅ－ｒτｅｘＴ ｜Ｆ ｔ)ꎮ
由此可得

Ｃ(Ｔꎬｋ)＝ ＳｔＥＱＳ( Ｉ{ｘＴ>ｋ} ｜Ｆ ｔ)－ｅ
－ｒτＫＥＱ( Ｉ{ｘＴ>ｋ} ｜Ｆ ｔ)ꎮ (６)

密度函数 ｆ(ｙ)和特征函数 φ(ｕ)满足

φ(ｕ)＝∫
Ｒ
ｅｉｕｙ ｆ(ｙ)ｄｙꎬ　 ｆ(ｙ)＝ １

２π ∫Ｒ ｅ－ｉｕｙφ(ｕ)ｄｕꎬ (７)

其中 ｉ 为虚数单位ꎮ 定义在测度 ＱＳ 下的特征函数为

φｓ(ｕ):＝ＥＱＳ(ｅｉｕｘＴ ｜Ｆ ｔ)ꎬ (８)
在测度 Ｑ 下的特征函数为

φ(ｕ):＝ＥＱ(ｅｉｕｘＴ ｜Ｆ ｔ)ꎮ (９)
根据 Ｒａｎｄｏｎ－Ｎｉｋｏｄｙｍ 导数有

φｓ(ｕ)＝ ＥＱＳ(ｅｉｕｘＴ ｜Ｆ ｔ)＝ ＥＱ ｅ－ｒτｅｘＴｅｉｕｘＴ

ｅｘｔ
｜Ｆ ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝φ(ｕ－ｉ)

φ(－ｉ)
＝ φ(ｕ－ｉ)

Ｓｔｅｒτ ꎮ (１０)

综上ꎬ可以得到

Ｃ(Ｔꎬｋ)＝ Ｓｔ ( １
２
＋ １
π ∫

∞

０

ｅ－ｉｕｋφ(ｕ－ｉ)
ｉｕＳｔｅｒτ ｄｕ ) －Ｋｅ－ｒτ ( １

２
＋ １
π ∫

∞

０

ｅ－ｉｕｋφ(ｕ)
ｉｕ

ｄｕ )ꎬ (１１)

由此ꎬ只需要求得特征函数就可以知道期权定价价格ꎮ

３　 特征函数

定理 ３　 如果标的资产价格遵循模型(３)的表达式ꎬ则关于标的资产的特征函数表达式为

φ(ｕꎻｔ)＝ ｅｘｐ(Ｃ(ｕꎬｔ)＋Ｄ(ｕꎬｔ)ｘｔ＋Ｅ(ｕꎬｔ)ｖｔ＋Ｆ(ｕꎬｔ)􀭴ｖｔ)ꎬ
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其中:

Ｃ(ｕꎬｔ)＝
􀭴ｋ􀭴θ
􀭾σ２

ｖ

[(Ｔ－ｔ)(􀭴ζ＋ρｉｕ􀭾σｖ－􀭴ｋ)＋２ ｌｎ
(􀭴ζ－ρｉｕ􀭾σｖ＋􀭴ｋ)ｅ

􀭴ζ( ｔ－Ｔ)

(􀭴ζ－ρｉｕ􀭾σｖ＋􀭴ｋ)ｅ
􀭴ζ( ｔ－Ｔ) ＋􀭴ζ＋ρｉｕ􀭾σｖ－􀭴ｋ

＋ ２ｋθ
２σ２

ｖＨ２[(ａ＋ｂ) ２－２２Ｈａｂ]ｂ－２Ｈｅ－２ｉＨπΓ(２Ｈ) ∫
ｅ－ｋｔ

Υ(２ＨꎬｂＴｅｉπ)－Υ(２Ｈꎬｂｔｅｉπ)
ｄｔ

＋(ｒ－λμＳ) ｉｕｔ＋λＭ(ｕ) ｔꎻ
Ｄ(ｕꎬｔ)＝ ｉｕꎻ

Ｅ(ｕꎬｔ)＝ ２ｅ－ｋｔΓ(２Ｈ＋１)
２σ２

ｖ Ｈ２[(ａ＋ｂ) ２－２２Ｈａｂ]ｂ－２Ｈｅ－２ｉＨπΓ(２Ｈ)[Υ(２ＨꎬｂＴｅｉπ)－Υ(２Ｈꎬｂｔｅｉπ)]
ꎻ

Ｆ(ｕꎬｔ)＝ [( ｉｕ) ２－ｉｕ][ｅ􀭴ζ( ｔ－Ｔ) －１]
􀭴ζ＋ ρｉｕ􀭾σｖ－􀭴ｋ＋(􀭴ζ－ρｉｕ􀭾σｖ＋􀭴ｋ)ｅ

􀭴ζ( ｔ－Ｔ)
ꎻ

􀭴ζ＝ (ρｉｕ􀭾σｖ－􀭴ｋ) ２－􀭾σ２
ｖ[( ｉｕ) ２－ｉｕ] ꎬ　 Υ(ｓꎬｘ)＝∫ｘ

０
ｔｓ－１ｅ－ｔｄｔꎻ

Ｍ(ｕ)＝
ｐη１

η１－ｉｕ
＋

ｑη２

η２＋ｉｕ
－１ꎮ

证明　 由引理 ３ 可得模型(３)伊藤公式

　 　 ｄＶ(Ｓｔꎬｖｔꎬ􀭴ｖｔꎬｔ)＝
∂Ｖ
∂ｔ

＋∂Ｖ
∂Ｓｔ

Ｓｔ(ｒ－λμＳ)＋
∂Ｖ
∂ｖｔ

ｋ(θ－ｖｔ)＋
∂Ｖ
∂􀭴ｖｔ

􀭴ｋ(􀭴θ－􀭴ｖｔ)＋
１
２

∂２Ｖ
∂Ｓ２

ｔ

Ｓ２
ｔ(ｖｔ＋􀭴ｖｔ)

é

ë
ê
ê

＋ １
２

∂２Ｖ
∂Ｖ ｔ

２ 􀭾σ
２
ｖ 􀭴ｖｔ＋

∂２φ
∂Ｓｔ∂􀭴ｖｔ

􀭾σｖ ρ􀭴ｖｔＳｔ＋
∂２Ｖ
∂ｖ２

ｔ

σ２
ｖｖｔＨ[(ａ＋ｂ) ２－２２Ｈａｂ] ｔ２Ｈ－１]ｄｔ＋∂Ｖ

∂Ｓｔ
Ｓｔ ｖｔ ｄＷ ｓ

ｔ

＋∂Ｖ
∂Ｓｔ

Ｓｔ 􀭴ｖｔ ｄ􀮃Ｗ ｓ
ｔ ＋

∂Ｖ
∂ｖｔ

σｔ ｖｔ ｄＺＨ
ｔ ＋

∂Ｖ
∂􀭴ｖｔ

􀭾σｔ 􀭴ｖｔ ｄ􀮃Ｗ ｖ
ｔ ＋λＥ[Ｖ( ｔ)－Ｖ( ｔ－)

ù

û
úú ꎮ (１２)

取 ｘｔ ＝ ｌｎ Ｓｔꎬ根据文献[８]ꎬ通过定理 ２ꎬ可得 φ(ｕ)满足

∂φ
∂ｔ

＋∂φ
∂ｘｔ

(ｒ－λμＳ)＋
∂φ
∂ｖｔ

ｋ(θ－ｖｔ)＋
∂φ
∂􀭴ｖｔ

􀭴ｋ(􀭴θ－􀭴ｖｔ)＋
１
２

∂２φ
∂ｘ２

ｔ

－∂φ
∂ｘｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｖｔ＋􀭴ｖｔ)＋

１
２

∂２φ
∂Ｖ ２

ｔ
􀭾σ２

ｖ 􀭴ｖｔ

＋∂
２φ

∂ｖ２
ｔ

σ２
ｖｖｔＨ[(ａ＋ｂ) ２－２２Ｈａｂ] ｔ２Ｈ－１＋ ∂２φ

∂ｘ∂􀭴ｖｔ
􀭾σｖ ρ􀭴ｖｔ＋λ ∫

Ｒ
(φ(ｘ＋ｙ)－φ(ｘ)) ｆ(ｙ)ｄｙ＝ ０ꎬ (１３)

根据仿射跳扩散模型的框架[１４]ꎬ假设解有如下的指数仿射形式:
φ(ｕꎻτ)＝ φ(ｕꎻＴ－ｔ)＝ ｅｘｐ(Ｃ(ｕꎬＴ－ｔ)＋Ｄ(ｕꎬＴ－ｔ)ｘｔ＋Ｅ(ｕꎬＴ－ｔ)ｖｔ＋Ｆ(ｕꎬＴ－ｔ)􀭴ｖｔ)ꎮ

由初始条件 Ｃ(ｕꎬ０)＝ ０ꎬ Ｄ(ｕꎬ０)＝ ｉｕꎬ Ｅ(ｕꎬ０)＝ ０ꎬ Ｆ(ｕꎬ０)＝ ０ꎬ故有

(－Ｃｔ－Ｄｔｘｔ－Ｅ ｔｖｔ－Ｆ ｔ 􀭴ｖｔ)＋(ｒ－λμＳ)Ｄ＋ｋ(θ－ｖｔ)Ｅ＋􀭴ｋ(􀭴θ－􀭴ｖ)Ｆ＋
１
２
(Ｄ２－Ｄ)ｖ＋ １

２
(Ｄ２－Ｄ)􀭴ｖ

＋ １
２
Ｆ ２􀭾σ２

ｖ 􀭴ｖｔ＋Ｅ２σ２
ｖｖｔＨ[(ａ＋ｂ) ２－２２Ｈａｂ] ｔ２Ｈ－１＋ＦＤ 􀭾σｖ ρ􀭴ｖ＋λＭ(ｕ)＝ ０ꎬ (１４)

其中 Ｍ(ｕ)＝ ∫ ＋∞

－∞
(ｅｉｕｙ－１) ｆ(ｙ)ｄｙ＝

ｐη１

η１－１
＋
ｑη２

η２＋１
－１ꎮ

由此ꎬ可得如下方程组:
∂Ｃ
∂ｔ

＝(ｒ－λμＳ)Ｄ＋ｋθＥ＋􀭴ｋ􀭴θＦ＋λＭꎬ

∂Ｄ
∂ｔ

＝ ０ꎬ

∂Ｅ
∂ｔ

＝ －ｋＥ＋ １
２
(Ｄ２－Ｄ)＋Ｅ ２σ２

ｖＨ[(ａ＋ｂ) ２－２２Ｈａｂ] ｔ２Ｈ－１ꎬ

∂Ｆ
∂ｔ

＝ －􀭴ｋＦ＋ １
２
(Ｄ２－Ｄ)＋ １

２
Ｆ ２􀭾σ２

ｖ＋ＦＤρ􀭾σｖꎮ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

(１５)

将方程组求解后ꎬ可得特征方程解析解ꎮ
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４　 数值实验

本章通过数值分析来验证所提出模型的合理性和有效性ꎮ 考虑到期日 Ｔ＝ １.０ꎬ Ｓ０ ＝ １００ꎬ ｒ＝ ０.０５ 的欧式

看涨期权ꎬ其他参数的初始值如下:ａ＝ｂ＝ ０.５ꎬ ｐ＝ｑ＝ ０.５ꎬ Ｈ＝ ０.６ꎬ ｋ＝ ２.０ꎬ 􀭴ｋ＝ ０.５ꎬ θ＝ ０.１５ꎬ 􀭴θ＝ ０.０２ꎬ ρ＝ ０.６ꎬ
λ＝ ０.２ꎮ
４.１　 不同模型下期权价格对比

在给定参数初始值的情况下ꎬ对不同期权定价模型的资产价格模拟路径如图 １ 所示ꎬ其中Ｂ￣Ｓ、
Ｈｅｓｔｏｎ、Ｄ￣Ｈ、Ｍｅｒｔｏｎ 和 ＧＦＭＪ￣ＤＨ 分别代表 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型、Ｈｅｓｔｏｎ 模型、双重 Ｈｅｓｔｏｎ 模型、跳扩散

模型和所提出的基于广义分数布朗运动下的双重 Ｈｅｓｔｏｎ 跳扩散模型ꎮ 不同模型间股价 Ｓ 的变化趋势

基本一致ꎬ也证明了模型建立的合理性ꎮ 在所有输入参数相同的条件下ꎬＧＦＭＪ￣ＤＨ 模型表现出更好的

稳定性ꎮ

图 １　 ５ 个模型下股价与相关参数的模拟路径
Ｆｉｇ.１　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｐａｔｈｓ ｏｆ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅ ａｎｄ ｒｅｌａｔｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｕｎｄｅｒ ｆｉｖｅ ｍｏｄｅｌｓ

　 　 为验证得到的定价公式(１１)的准确性ꎬ将其与蒙特卡罗模拟计算出的期权价格进行比较ꎬ结果如图 ２
所示ꎮ 图 ２ 中的结果是通过模拟标的资产价格的 １ ０００ 条路径得到ꎬ可以看到定价公式(１１)的期权价格与

蒙特卡罗模拟价格非常吻合ꎬ并且根据模型计算得到欧式看涨期权价格是执行价格的单调递减函数ꎬ执行价

格越高ꎬ实际执行获利的可能性越小ꎬ期权价格越低ꎬ与经济学中基本原理一致ꎮ 进一步计算与蒙特卡罗模

拟价格之间的相对误差结果如图 ３ 所示ꎮ 从图中可以看出ꎬ该点的最大相对误差小于 １％ꎮ 综上ꎬ证明了推

导所得公式的有效性ꎮ

图 ２　 定价公式(１１)与蒙特卡罗模拟期权定价情况对比
Ｆｉｇ.２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｐｒｉｃｉｎｇ ｆｏｒｍｕｌａ (１１) ａｎｄ

Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｐｔｉｏｎ ｐｒｉｃｉｎｇ

图 ３　 定价公式(１１)期权定价相对误差
Ｆｉｇ.３　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｆｏｒｍｕｌａ (１１) ｏｐｔｉｏｎ ｐｒｉｃｉｎｇ
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４.２　 不同参数对模型的影响

本节将基准数据代入基于广义分数布朗运动下的双重 Ｈｅｓｔｏｎ 跳扩散模型的欧式期权定价公式ꎬ采用控

制变量法研究某个或某些参数对期权定价的影响ꎬ应用 Ｐｙｔｈｏｎ 软件画图ꎬ可以观察到广义分数布朗运动下

的双重 Ｈｅｓｔｏｎ 跳扩散模型期权价格的走势ꎮ
图 ４ 展示了相关系数对隐含波动率的影响ꎬ分别选择 ρ ＝ ０.６ꎬ ρ ＝ ０ꎬ ρ ＝ －０.６ 并画出隐含波动率曲面ꎮ

例如当 ρ 取值为负时ꎬ波动率随收益率下降呈上升趋势ꎬ表现出杠杆效应ꎬ模型则表现出左端厚尾ꎬ而波动率

曲面与左端厚尾的市场隐含波动率曲面则一致ꎬ表明模型与市场拟合较好[１３]ꎮ

图 ４　 不同相关系数下的隐含波动率曲面
Ｆｉｇ.４　 Ｉｍｐｌｉｅｄ ｖｏｌａｔｉｌｉｔｙ ｓｕｒｆａｃｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

　 　 图 ５ 描述了 Ｈｕｒｓｔ 指数 Ｈ 对期权价格的影响ꎮ 当执行价格 Ｋ 在[７０ꎬ１１０]上变化ꎬＨｕｒｓｔ 指数 Ｈ 分别取

０.５、０.６、０.７ 和 ０.８ꎬ通过定价模型的期权定价价格对比可以发现ꎬ随着 Ｋ 的增大ꎬ期权价格呈下降趋势ꎬ且当

Ｈ 值增加 Ｋ 固定时ꎬ期权价格降低ꎮ 图 ６ 描述了执行价格 Ｋ 和到期时间 Ｔ 对欧式看涨期权价格的影响ꎬ显
示欧式看涨期权随着 Ｋ 的增加而减少ꎬ与实际情况相符ꎬ特别地ꎬ当执行价格 Ｋ 高于股票价格 Ｓ 时ꎬ期权持

有者不会行权ꎮ

图 ５　 不同 Ｈｕｒｓｔ 指数 Ｈ 下的期权价格
Ｆｉｇ.５　 Ｏｐｔｉｏｎ ｐｒｉｃｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｈｕｒｓｔ ｉｎｄｅｘｅｓ Ｈ

图 ６　 不同执行价格 Ｋ 和到期时间 Ｔ 下的期权价格
Ｆｉｇ.６　 Ｏｐｔｉｏｎ ｐｒｉｃｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｒｉｋｅ ｐｒｉｃｅｓ Ｋ ａｎｄ

ｅｘｐｉｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ Ｔ

　 　 表 １ 列出了不同波动率下的欧式看涨期权价格ꎮ 对于期权而言ꎬ股价波动越大越有利于盈利ꎮ 从表 １
中可以看出ꎬ在保持其余参数相同的条件下ꎬ当波动率增大时ꎬ期权价格也随之増大ꎮ 表 ２ 中的欧式看涨期

权价格分别是在 Ｂ￣Ｓ 模型、Ｈｅｓｔｏｎ 模型、双重 Ｈｅｓｔｏｎ 模型、跳扩散模型和广义分数布朗运动下的双重 Ｈｅｓｔｏｎ
跳扩散模型下计算的ꎬ具有不同执行价格 Ｋ 和到期时间 Ｔꎮ 对于图 ３—６ 中的参数以及表 １、２ 中所示的欧式

看涨期权价格的数值分析证明了模型(３)的稳健性ꎬ符合实际发展情况ꎮ
表 １　 不同波动率下期权价格

Ｔａｂｌｅ １　 Ｏｐｔｉｏｎ ｐｒｉｃｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖｏｌａｔｉｌｉｔｙ

波动率 σ
σ１ ０.２０ ０.２５ ０.３０ ０.３５ ０.４０
σ２ ０.３０ ０.３５ ０.４０ ０.４５ ０.５０

期权价格 Ｃ ２０.５６９ ２１.３８５ ２２.７８２ ２３.１７３ ２３.６５２
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表 ２　 不同模型的(不同到期时间 Ｔ、不同执行价格 Ｋ)期权价格
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｏｐｔｉｏｎ ｐｒｉｃｉｎｇ ｐｒｉｃｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｌｓ (Ｋ＝ ９０ꎬ ９５ꎬ １００)

Ｔ Ｋ Ｂ￣Ｓ Ｍｅｒｔｏｎ Ｈｅｓｔｏｎ Ｄｏｕｂｌｅ Ｈｅｓｔｏｎ ＧＦＪＤ￣ＤＨ
０.１ １０.９９１ １０.９８４ １０.９５４ １２.２２７ １０.４４８
０.２ １２.２６１ １２.１７５ １２.１９１ １５.３８６ １１.４５１
０.３ １３.４２７ １４.０１２ １３.６３２ １６.８５３ １２.６０４
０.４ １４.４９５ １４.１３６ １５.４０２ ２０.７３７ １３.９０５
０.５ ９０ １５.４８５ １５.７３２ １５.３８２ ２０.２７３ １５.０２１
０.６ １６.４１４ １６.０７１ １８.３１３ ２１.６８３ １６.１２５
０.７ １７.２９３ １７.５３１ １８.３５３ ２２.９９４ １６.９９９
０.８ １８.１２９ １９.８３１ １９.４５５ ２５.１３８ １７.８０３
０.９ １８.９２８ １８.９２６ １８.９３７ ２８.５２９ １９.０２１
１.０ １９.６９７ ２１.４６９ １９.７８１ ２７.９６７ １９.８９２
０.１ ７.０４５ １０.９８４ ７.２８３ ９.０５１ ６.６９２
０.２ ８.６９３ ９.１２５ ９.１１３ １１.５０５ ８.０８３
０.３ ０.０５２ １０.５３５ １１.３３１ １３.３７８ ８.４７３
０.４ １１.２４６ １０.９３８ １２.２７６ １６.７２３ ９.５２８
０.５ ９５ １２.３２７ １２.６８２ １３.６６４ １７.４６０ １０.４０２
０.６ １３.３２８ １２.９５６ １５.０２０ ２０.８５３ １０.９７１
０.７ １４.２６５ １４.４７２ １６.８５２ ２２.２１１ １２.６４３
０.８ １５.１５０ １６.７６８ １６.１９６ ２２.３６７ １３.５２４
０.９ １５.９９４ １５.９３２ １９.１７５ ２３.８４３ １３.９６２
１.０ １６.８０１ １８.３６０ １７.７９３ ２３.７３５ １５.４７５
０.１ ４.０２８ ４.０５０ ４.２３４ ５.９６８ ５.０４６
０.２ ５.８３４ ６.２５０ ６.５３６ ９.０５５ ５.２４５
０.３ ７.２７０ ７.７２３ ８.１０１ １１.４６０ ７.４２３
０.４ ８.５１４ ８.２７９ ９.３７６ １３.５１２ ７.８６３
０.５ １００ ９.６３４ １０.０７９ １０.１４９ １５.８３８ ８.１１７
０.６ １０.６６６ １０.２５０ １１.１６１ １８.０２８ ８.３１１
０.７ １１.６２９ １１.８３５ １４.１５１ １７.５７１ ８.７８１
０.８ １２.５３９ １４.００８ １４.０３６ ２０.６６３ ９.９３８
０.９ １３.４０４ １３.２９２ １５.０８０ ２２.０３７ １１.０８２
１.０ １４.２３１ １５.６３０ １６.３１３ ２５.０１３ １１.９６３

５　 结语

本文主要研究了广义分数布朗运动下的双重 Ｈｅｓｔｏｎ 跳扩散模型的欧式期权定价模型ꎮ 通过数值实验ꎬ
验证了模型推导的准确性及定价结果的有效性ꎬ并且揭示广义分数布朗运动引入的长记忆效应及跳扩散机

制对期权定价具有显著影响ꎬ尤其在复杂市场环境下表现出更高的稳健性和定价精度ꎮ 这表明本文模型在

处理市场波动率和跳跃行为的定价问题上具有一定的普遍性和应用潜力ꎮ 然而ꎬ实验过程中也发现ꎬ当市场

表现出极端或非线性特征时ꎬ模型的表现仍存在一定局限ꎬ尤其是在参数 Ｈ 等接近临界时ꎬ定价精度可能出

现波动ꎮ 未来研究可以进一步探索该模型在更广泛的市场条件下的表现ꎬ特别是针对参数优化和极端市场

情形的处理ꎬ以提升模型的适用性和稳定性ꎮ
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